
��%� &�������� ������������� �
������� ���

-��������� ���,�		
� mξ � Dξ � ������� ���	�	�� ?�� ��'@D 	������⎧⎨⎩
m = γm− γ2m+mε,

d = γ2d− 2γ3k + γ4d+Dε,
k = γd− γ2k.

6�%�� ������		�< ������� ���	�	�� ��	������$	� mD dD kC

m =
mε

1− γ + γ2
, d = Dε

1 + γ2

1− γ6 , k = Dε
γ

1− γ6 .

��� ��� ξn = ξ1(n)D �� M{ξn} = mD � D{ξn} = d� #������D ��� �
�2
9�	�� ��� �������� �- {ξn} ��������� � �
�9�	���D ������		
� �	�� �
����0$< �������$	��� ������ � ����� �� �)�

 �
�
� 7��!�� ,��&���

4 ��		�� �,���� �
 �������� ������ ��������� �������� 	���2
���� �����	�� �-D ����������<0�� �	�����	��� �,	���	��� ��	��	�2
�� ��������������� ���	�	�<D �� �����		
� ��	��	
� 	�/�<��	���D ��2
��9�		
� ������	
�� �%�/�����

-��������$	� �������� �����	���� ,����� ���	���	�� �� ���	�2
�������������� �����< .������ �/�/����������0 ��� 	�������� ���2
���	��� ������ ξ �� 	�/�<��	���D ��������<0�� ������	
� ����� η ?���
���9� �,��  ���)D  ����@�

��  � � � � � 	 � � �� ��� �������� ������ ξ̂ = ϕ̂(η) ��!������ �/�/��	�
��������� ������ ��������� ������� ξ �� ��$%
��� � η� ���

M{|ξ − ξ̂|2} ≤M{|ξ − ξ̃|2}, ?�� ���@

�
� ξ̃ = ϕ̃(η) � ����!������ �!������� ����$��!������ ������� ��$%
����
η 	�� �� ξ̃ � ����!����� 
�������� �"���� 
 ξ �� η��

������� ����2�������$	�� ���	�� � �/0�� ������ ����
������ �����<2
0�� ������� ?��� ���9� �,��  ���"@�

� � �  �� � �� ��� ����� M{|ξ|2} <∞� ���
� �������������� �"���� ξ̂
��&������� � ����� ��


ξ̂ = ϕ̂(η) = M{ξ | η}, ?�� ��1@

�
� M{ξ | η} � ������� �������������� ���
���� ��������� ������� ξ
����������� ��������� ������� ��$%
���� η�



��� ����� �� ��������� ���������� ����

8����� ?�� ��1@ ��,������ ���	��$ �4 ξ �� η �� ���������� ���,2
���$	�� �������	�� ,���	� ��������	�� ���	�������� � 	�/�<������� ���2
���	
� �������� ��	��� � �/0�� ������ 	���� �	����������< +����� ���
M{ξ | η} ���$�� ���	�� M��� 9� ���	����$�� ��	�� ����	
�D 	� �����2
����� ��9	
� �������D �� ������� 	���� ������ �	����������� �
�9�	��
��� ξ̂�

� � �  �� � �� ��� ����� �������� ������ ζ = {ξ∗, η∗}∗  � ��� �����
�������� � Rη = cov{η, η} � �������
���� �����"�� ���
�

ξ̂ = mξ + RξηR
−1
η (η −mη), ?�� ��&@

�
� mξ � mη � �������������� ���
��� �9 ξ � η� � Rξη = cov{ξ, η} �
�� �!����� �������"����� �����"�� ��� '��� �"���� ξ̂ �$�
��� ��
��
%&��� ����������1 M{ξ − ξ̂} = 0 � �����&������� �"����2

P̂ = cov{ξ − ξ̂, ξ − ξ̂} = Rξ −RξηR
−1
η R∗ξη, ?�� ��'@

�
� P̂ � �������"����� �����"� �,�$�� �"���� ξ̂� � Rξ = cov{ξ, ξ}�
0������� �������� ��������������� �"���� ξ̂ ����� ��


M{|ξ − ξ̂|2} = tr
[
P̂
]
, ?�� ���@

�
� tr[·] � ��
 �����"��
8����� ?�� ��&@ ���� ��	�� �
�9�	�� ��� M{ξ | η} � ����������� ���2

���D � ���� ������ �� �� �,����	� �����
�� � ��
������� ��

�����
?��� �,��  ���)@�

- �� �  �� ���� -���$ ���	�����
� ξ � 	�/�<����
� η ������	
� ���2
��
 ���,�	
 ����	�%�	��� ������
��� ������� 
�
����C

η = Aξ + ε, ?�� ���@

��� ξ ∼ N (mξ;Rξ)D ε ∼ N (mε;Rε)D cov{ξ, ε} = 0D A B �,����	�� 	�������	��
������� -������9��D ��� ���������		�� ������ Rε �%�/�� 	�/�<��	��
ε B 	��
�9��		��� :���� �
�9�	�� ��� ξ̂�

6 �% � 	 � � � 4 ���� ��	��	���� ���/�,���	�� ?�� ���@ η �������� ����2
������� �4D �D /���� ����D ����� ζ = {ξ∗, η∗}∗ = {ξ∗, ξ∗A∗ + ε∗}∗ ���9�
������������ -�K���� ��� �
�����	�� ξ̂ ��9	� �����$,����$ ����9��	��
�����
 �� ��� -���$ mξ � Rξ �,����	
� :����� �
�9�	�� ��� mηD Rη � RξηD
������ �, ������ ?�� ���@C

mη = M{Aξ + ε} = Amξ +mε,



��%� &�������� ������������� �
������� ��3

Rη = cov{η, η} = cov{Aξ + ε, Aξ + ε} = ARξA
∗ +Rε,

��� ����	�D ��� cov{ξ, ε} = 0� 7	������	� ��������

Rξη = cov{ξ, Aξ + ε} = RξA
∗.

-��������� 	����		
� �
�9�	�� � ?�� ��&@D 	������

ξ̂ = mξ + RξA
∗(ARξA

∗ + Rε)
−1(η −Amξ −mε). ?�� ���@

#������D ��� �/��	�� ������ � ?�� ���@ ��0������� � ���� ����D ���
ARξA

∗ +Rε ≥ Rε > 0 �� ������<�
6�������		�� �
%� ���	��� ���	���	�� ��9�� ����$ /
�$ �����$,���2

	� ��� ������	�� ����
���� 
��

����� �����
���� '�������
-���$ �- {ξn} ������������ �,	���	��� ��������������� ���	�	�<

ξn = Anξn−1 +Bnεn, n ≥ 1, ?�� �� @

������ �%����� � 	����$	
� ��������

ξ0 = γ,

��� γ ∼ N (mγ;Rγ)D {εn} B ������	
� �����	
� ����������� /��
� %��D
M{εn} = mε(n)D cov{εn, εn} = Dε(n)D cov{εn, εk} = 0D ���� n �= k� ���9�
�������������D ��� γ � εn 	�,������
� 4 ���� ��	��	���� ������ ?�� �� @ �
�����		
� �������9�	�� �4 ξn ����� ����������� ��������	�� �� ��92
��� n ≥ 1D ���� {An, Bn} B ������������$	���� 	�������	
� ������

-������9��D ��� �4 ξn � ��9�
� ����	� ����	� n ≥ 1 �������	 ���2
��		
� �,���	��� �� �����

ηn = Cnξn + vn, n = 1, 2, . . . , ?�� ��"@

��� ηn B ����� �,��$����� �,���	�� � ����	� nE Cn B �,����	�� 	����2
���	�� ������D � {vn} B ����������� �-D ����
��<0�� �%�/�� 	�/�<��2
	��� *���� �������������D ��� {vn} B �����	
� ������	
� /��
� %��D
M{vn} = mv(n)D cov{vn, vn} = Dv(n)D ����� �����
Dv(n)B 	��
�9��	2
	
�� >���� ���9� ������$D ��� �- {vn} 	� ,������ �� {εn} � �� γ� A��	�	��
?�� �� @D ?�� ��"@ ����
��<� ��	��������< ����� ��������� '�������

�/�,	���� ηn = {η∗1, . . . , η∗n}∗ B ����� ���� 	�/�<��	�� �� ����	�� n
���<�����$	�� 6�������� ,����� ������	�� ����2�������$	�� ���	�� ξ̂n
��� �- ξnD n ≥ 1D ����������<0�� ���	�	�< ?�� �� @D �� 	�/�<��	��� ηnD
������		
� �� ����� ?�� ��"@�



��4 ����� �� ��������� ���������� ����

�� �  �� � �� � ?6� �����	@� ����� �������� ��������������� ���
,� ���
������� � ��
�� ��$%
���� ?�� �� @� ?�� ��"@� ���
� ����������
����� �"���� ξ̂n 
 ξn �� ��$%
��� � ηn �
������� �� ��!��������
��������������� ��������%{

ξ̂n = ξn + P nC
∗
n(CnP nC

∗
n +Dv(n))

−1(ηn − Cnξn −mv(n)), n ≥ 1,

ξ̂0 = mγ,
?�� ��)@

�
� ξn = Anξ̂n−1 + Bnmε(n)� � P n = AnP̂n−1A∗n + BnDε(n)B
∗
n�

5����"� P̂n  � ��� �������"������ �����"�� �,�$�� Δξ̂n = ξn − ξ̂n
�"���� � �
������� �� ��!�������� ���������� ��������%{

P̂n = P n − P nC
∗
n(CnP nC

∗
n +Dv(n))

−1CnP n, n ≥ 1,

P̂0 = Rγ.
?�� ���@

6����	�	
� ���	�	�� ?�� ��)@D ?�� ���@ �,����	
 � �������� �� ���2
�� �������������� ������ ��� ����
���� �����
 '�������

M��� ������ �/�,	���	�� kn = P nC
∗
n(CnP nC

∗
n + Dv(n))

−1D �� ���	�	��
+��$�� �����	� ��9	� ,������$ � /���� �������	�� ����C{

ξ̂n = ξn + kn(ηn − Cnξn −mv(n)), ξ̂0 = mγ,

P̂n = (I − knCn)P n, P̂0 = Rγ.

4�����	� kn 	�,
������ ���
����� ��"��������� ������� +��$2
��� #������D ��� ���� 	�/�<��	�� ?�� ��"@ ���������<�D �� �� Cn = 0D ��
kn = 0� 4 K��� ������ ���	�	�� +��$�� �����	� ?�� ��)@D ?�� ���@ ��	�2
��<� ��� {

ξ̂n = Anξ̂n−1 + Bnmε(n), ξ̂0 = mγ,

P̂n = AnP̂n−1A∗ + BnDε(n)B
∗
n, P̂0 = Rγ.

����� �/�,��D ������		
� ���	�	�� �������<� � ���	�	���� ������
����	��� ?�� ���@D ?�� ��1@D �� �� ξ̂n = M{ξn}D � P̂n = cov{ξn, ξn}� -�����	��
�,	�����D ��� ����2�������$	�� ���	��� �- {ξn} �������� �� ��������������
�9���	��D ���� �- {ξn} 	�������	� 	�/�<��	�< ?�� �� � 	�� 	�� �����	�2
���$	�� �,������$	�� �	+������@�

-�� �  �� ���� 6������������� �����	�� �����$ 	�/�<��	��{
ξn = aξn−1 + εn, ξ0 = γ,

ηn = ξn + vn, n ≥ 1,
?�� ��1@



��%� &�������� ������������� �
������� ���

��� {εn}D {vn} B ������	�	
� � ��	�����		
� ����������� /��
� %��
�
��/����� �������$ ��� ?�� ��1@ +��$� �����	��

6 �% � 	 � � � -� ������< mε(n) = mv(n) = 0D Dε(n) = rε = constD Dv(n) =

= rv = constD An = aD Bn = Cn = 1� -�K����

ξ̂n = ξn + kn(ηn − ξn),

��� ξn = aξ̂n−1D � kn =
P n

P n + rv
=

a2P̂n−1 + rε

a2P̂n−1 + rε + rv
�

����� �/�,��D ���	�	�� ��� ���	�� ξ̂n ����� ���

ξ̂n = aξ̂n−1 + kn(ηn − aξ̂n−1), ξ̂0 = mγ. ?�� ��&@

����$ ���/�,��� ?�� ���@ ?����
��� �����	���$ ������@C

P̂n = P n

(
1− P n

P n + rv

)
=

P nrv

P n + rv
= knrv. ?�� � '@

4��	�D ��� kn ������������ �,	���	��� ���	�	�<

kn =
a2kn−1 + ρ

a2kn−1 + ρ+ 1
,

��� ρ = rε/rvD � 	����$	
� �������� k0 = P̂0/rv = Rγ/rv�
���	�����$	� ���	�	�� ����	�	�� +��$����� ��	���<� ���⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ξ̂n = aξ̂n−1 + kn(ηn − aξ̂n−1), ξ̂0 = mγ,

kn = 1− (a2kn−1 + ρ+ 1)−1, k0 = Rγ/rv,

P̂n = rvkn,

����� P̂n ��������� � ��������� �%�/�� ���	�� ξ̂n�

7������ ����	�	�� +��$����� �����	� ��,������ �%��$ �,	�2
�/�,	
� ,����� ���	���	�� � ������D ����� �����	�� �����$ ��9�� /
�$
������	� � ���� ?�� �� @D ?�� ��"@�

-�� �  �� ���� !����$ 	�/�<��	�� ����� ���

ηn = Cnθ + vn, n = 1, 2, . . . , ?�� � �@

��� ηn B ����� �,��$����� 	�/�<��	��D {vn} B ����������� �����	
� /�2
�
� %�� � ��������� mv(n) � Dv(n) > 0D ����
��<0�� �%�/�� 	�/�<��2
	��D θ B ����������� ����� 	��,����	
� �������� ������D {Cn} B �����2
�������$	���$ �,����	
� 	�������	
� ������ ;,����	�D ��� M{θ} = mθD



��� ����� �� ��������� ���������� ����

cov{θ, θ} = Rθ � θ 	� ,������ �� {vn}� -������$ ����	�	
� �������
����2�������$	��� ���	���	�� θ �� 	�/�<��	��� ηn = {η∗1, . . . , η∗n}∗�

6 �% � 	 � � � !����$ ?�� � �@ �������� ����	
� ������� ������ ?�� �� @D
?�� ��"@� *���������$	�D �/�,	���� ξn = θ �� n = 0, 1, . . .D ����� ���	�	��
��	����� �- ξn ����� ���

ξn = ξn−1, n ≥ 1 ?�� � �@

� 	����$	
�� ��������� ξ0 = θ, M{ξ0} = mθD Rξ0 = cov{ξ0, ξ0} = Rθ�
���	���� ?�� � �@ � ?�� �� @D ��������C An = ID Bn = 0� #���	�� � ?�� � �@
θ 	� ξnD �������� ���	�	�� 	�/�<��	�� ?�� ��"@� ����� �/�,��D ?�� � �@
��9	� ���������$ � ���� �������	���� ���	�	�� ?�� � �@D ?�� ��"@� ����$
��9	� ������$,����$�� ������� �� � � ;, ?�� ��)@ � ������ An = I � Bn = 0
	������

ξn = ξ̂n−1, P n = P̂n−1.

����������$	�D{
ξ̂n = ξ̂n−1 + P̂n−1C∗n(CnP̂n−1C∗n +Dv(n))

−1(ηn − Cnξ̂n−1 −mv(n)),

P̂n = P̂n−1 − P̂n−1C∗n(CnP̂n−1C∗n +Dv(n))
−1CnP̂n−1.

?�� � �@
A��	�	�� ?�� � �@ �%�<��� � 	����$	
�� ���������C{

ξ̂0 = mθ,

P̂0 = Rθ.
?�� �  @

-� K��� θ̂n = ξ̂n B ����2�������$	�� ���	�� ��� θ �� ηnD � P̂n B ��������2
�		�� ������ �� �%�/���

A��	�	�� ?�� � �@D ?�� �  @ ����
��<� ����	�	
� ����	� �������
���� ����� ������!�� ����
�����

# �� � � � 	 � � � 4 ����� �� ��� �
 �������� ����2�������$	�< ���	��
��� θ �� 	�/�<��	��� ηnD �� �� θ̂ = M{θ | ηn} � �������9�	�� �����������
θ � {vn}� M��� K�� �������9�	�� 	� �
���	�	�D �� ��9	� ����,��$D ��� θ̂
�������� ������!� ������� ������ ��� θ �� 	�/�<��	��� ηnD �� �� θ̂n
�������� 	��/���� ���	�� ���� ���� ���	�� ���� θ̃n = Gηn + gD ��� G, g B
���,���$	
� 	�������	
� �����	
� ��K++����	�
 �����������<0�� �,2
���� ?��� ���9� �,��  ����@�

4 ,���<��	�� �������� �������<D ����� �����$ 	�/�<��	�� ?�� �� @D
?�� ��"@ �������� ������	�	��D � �,	���	�� �������������� ���	�	��



��%� &�������� ������������� �
������� ��9

?�� �� @ B �������������� ��������
�� 4 K��� ������ ��� ������
 ��2
���� ?�� �� @D ?�� ��"@ 	� ,������ �� ����	� nD � ������ A ������������
������< ?�� ��)@� >���� 	�,
���$ �����$ ?�� �� @D ?�� ��"@ ��������
���
������������ ������ ����������

� � �  �� � �� �"� . ���"�������� ����������� ��
�� ��$%
��� 
������
��� ���
����� ������,����1 P̂n → P̂ ≥ 0 ��� %$�� ��������
������ P̂0 ≥ 0� ������ P̂ �� !������ �� P̂0�

;, �����
 �� �" � �����
 �����	� 	������		� �������

P n = AP̂n−1A∗ + BDεB
∗ −→ AP̂A+ BDεB

∗ = P ,

kn = P nC
∗(CP nC

∗ +Dv)
−1 −→ PC∗(CPC∗ +Dv)

−1 = k �� n→∞.
-�����		
� �����$	
� ����	�%�	�� ����� /
�$ �����$,���	
 ��� ��2

����	�� ��������
��� �
������ �����
� '������C{
ξ̂n = ξn + k(ηn − Cξn −mv),

ξn = Aξ̂n−1 +Bmε, ξ̂0 = mγ,
?�� � "@

��� k = PC∗(CPC∗ +Dv)
−1D � ������ P ����������� �, ������
 ����/�2

������� ���	�	��{
P = AP̂A∗ + BDεB

∗,

P̂ = P − PC∗(CPC∗ +Dv)
−1CP.

?�� � )@

A��	�	�� ?�� � "@D ?�� � )@ ����
��<� ������� +��$����� ��� �����2
���	� /��$%�� nD ��K���� ��9	� ������$D ��� ������ {ξn} �������� �����2
�	�	
� ?�� �� ,���	����� ������	�� ������D �
,��		
� 	������� 	����$2
	��� ,	���	�� ξ0 = γ@�

-  �� �  �� �� � -������$ ������	�	
� ����	� +��$�� �����	�
��� ������ ?�� ��1@ � �������9�	��D ��� rε = 1− a2D rv = 1�

6 �% � 	 � � � #������D ��� ���� {ξn} B ������	�	�� ������������$	���$D
�� Rξ = cov{ξn, ξn} = rε/(1−a2) = 1� A������ ��������������� ������������
��� ?�� ��1@ �,	�����D ��� |a| < 1� 4 ���� �����
 �� �" ���	�	�� +��$�����
?�� ��&@ ����� ���

ξ̂n = aξ̂n−1 + k(ηn − aξ̂n−1), ?�� � �@

��� k = lim
n→∞ kn =

a2P̂ + (1− a2)
a2P̂ + (1− a2) + 1

, � ������ ����D ��� lim
n→∞ P̂n−1 = P̂ D

rε = 1− a2D rv = 1�



��C ����� �� ��������� ���������� ����

;, ����	�%�	�� ?�� � '@ 	������D ��� P̂ = lim
n→∞ P̂n = lim

n→∞ knrv = kD ��K��2

�� ��� �
�����	�� P̂ 	��/������ �%��$ ���	�	��

P̂ =
a2P̂ + (1− a2)

a2P̂ + (1− a2) + 1
, ?�� � 1@

����� 	�� �	������� ���$�� 	���������$	�� �%�	�� P̂ ≥ 0D ������$��
P̂ B �����$	�� ,	���	�� �������� �%�/�� ���	�� +��$�� �����	��

A��	�	�� ?�� � 1@ ����� ,���	
 β = (1− a2)/a2 ��	����� ���

P̂ 2 + 2βP̂ − β = 0,

� ����� ���	����		�� 	���������$	�� �%�	��C

P̂ =
√
β2 + β − β =

√
1− a2 − (1− a2)

a2
. ?�� � &@

�/�,	���� ���, σε =
√
1− a2 ���	�� ������������� �����	�	�� �-

{εn}D ����� �, ?�� � &@ ������� P̂ =
σε

σε + 1
� 4 ���� ?�� � 1@ k = P̂ D ��K����

���	�	�� +��$����� ?�� � �@ ��	����� ���	�����$	
� ���

ξ̂n = aξ̂n−1 +
σε

σε + 1
(ηn − aξ̂n−1), ξ̂0 = mγ. ?�� �"'@

���	���$ ���	�� ξ̂n �������������� ?�� �� �� n→∞@ ��9	� �������2

,����$ ������	�� P̂ D ��� ��� M{(ξn − ξ̂n)2} → P̂ =
σε

σε + 1
�� n→∞�

#������D ��� �������� �%�/�� 	�/�<��	�� � �������		�� �����
rv = 1D � �������� �%�/�� ���	���	�� P̂ ≤ 1/2� *���������$	�D �, �������

|a| < 1 ������� σε ≤ 1D ��� �,	����� P̂ =
σε

σε + 1
≤ 1/2� ����� �/�,��D ��2

����� +��$����� ��,������ ��0�����		� ���
���$ ���	���$ ���	���	��
�- {ξn} �� ���	�	�< � �,���	����� ������� ���9�D ��� ���� ������	� |a|
/��,�� � 1 ?�� �� ����	�� �- {ξn} ���$	� ��������	
@D �� P̂ ��9�� /
�$
��0�����		� ��	$%� 1/2� :�����D ���� a = 0,9D �� P̂ ≈ 0,304D ���� 9�
a = 0,99D �� P̂ ≈ 0,124�

 �
�"� .����� ��� ��&��������!��+� ��/����

�� 0B ξ = {ξn} ��� ��� ��"�� ��� ���!> � ����$��##!!

ξn − 0,8 ξn−1 = εn, n ∈ Z,

$�� {εn} 1 #���!������+ $��##� #�!+ ����+ <�� # ����������! mε = 0,2 ! Dε = 0,36�
,�'!#�!�= P{0 ≤ ξn ≤ 2}�



��%� &�������� ������������� �
������� ���

;�  � � � P{0 ≤ ξn ≤ 2} ≈ 0,683�

�� 0�������=��" ������#�= 0B ξ = {ξn} !����  !�

fξ(λ) = 1,25 + cosλ.

-�+�! �����#���� #��&�#�!'�#��� ��� ���!�* �������� ��� ��� ��"�� ξ�

	 � � � � � ! � � ������!�� ��= #�������=��> ������#�= (#�� ��!��� ��4�9)�

; �  � � � ξn = εn + 0,5 εn−1* $�� {εn} 1 ����+ <�� # �!#���#!�+ Dε = 2π�

3� 2%��#���� ����=��#�= ξ = {ξn} ��� ��� ��"�� ��� ���!>

ξn + 0,7 ξn−1 + 0,5 ξn−2 − 0,3 ξn−3 = εn, n ∈ Z,

$�� {εn} 1 ����+ <�� # �!#���#!�+ Dε = 1� ,�'!#�!�= Dξ�

; �  � � � Dξ ≈ 3,876�

4� B�#�= p%�����" 0B ξ = {ξn} ��� ��� ��"�� �����#����� #��&�#�!'�#���� ��� ��%
�!>

ξn = Anξn−1 +Bnεn, n ∈ Z,

$�� {An, Bn} 1 ��#��'�+��� ����!��* � {εn} 1 m%�����+ �!#������+ ����+ <��� 
���%
���=* '�� ξ 1 ����� #��" 0B�

�� 
�" �#�� !+ �������?�+ ����'! 0B ξ !���� ��'���� ξ0 = η� B������=* '�� ξ 1
����� #��"* �#�! η �� �� !#!� �� {εn}* n ≥ 1�

�� B�#�= {ξn} 1 $��##� #��" 2%��#���� ����=��#�= ���"��� p = 2� 
������=* '�� ξn
�� �������� ����� #�!� # �+#� ���

	� � � � � ! � � �������=* '�� M{ξn | ξn−1} �= M{ξn | ξn−1, ξn−2}�
9� 
������=* '�� ��" 200%��#���� ����=��#�! ���"��� (p, q)* $�� p ≥ 2* p > q  #�$��

��+���#" p%�����" ����� #��" 0B {ηn} ����"* '�� �� ��� �" ���������� #� ������ # ξn�

	 � � � � � ! � � !#���=�� ��= �����=��� ����'! 4�

C� B�#�= ξ = {ξn} 1 200%��#���� ����=��#�= ���"��� (1, 1)�

ξn − b ξn−1 = εn − a εn−1, n ∈ Z,

$�� |b| < 1* � {εn} 1 �����!�� ����+ $��##� #�!+ ����+ <�� # Dε > 0� -�+�! ����#�� %
���!� ��" ξ   !�� ��#����'��$� #���=�"?�$� #�����$�� B��=��"#= @�!� ����#�� ���!��*
��+�! ����� ��#��������!" ξn ��! ��:��� n ∈ Z�

; �  � � � ξn = εn+

∞∑
k=1

αkεn−k* $�� αk = (b−a)bk−1* ξn ∼ N (0;Dξ)* Dξ = Dε
1− 2ab+ a2

1− b2 �

�� B�#�= 0B ξ = {ξn} ��� ��� ��"�� �#!�����!'�#�! �#��+'! ��� ��� ���!> � ����%
$��##!! ���"��� p ≥ 1�

ξn +

p∑
k=1

bkξn−k = εn, n ∈ Z,



�3� ����� �� ��������� ���������� ����

$�� {εn} 1 #���!������+ ����+ <�� # ����������! mε ! Dε� 
������=* '�� #���%���!���=%
��+ ���$��� ξn ��" ξn* n ≥ 1 �� ����>���!"� ξ0 = {ξ0, ξ−1, . . .} ��� ��� ��"�� �����#�����
��� ���!>

ξn +

p∑
k=1

bk ξ̃n−k = mε, n ≥ 1,

$�� ξ̃j = ξj* �#�! j ≤ 0* ! ξ̃j = ξj * �#�! j > 0�

	 � � � � � ! � �  �'!#�!�= M{ξn | ξ0}�
��� B������=* '��  ��� ���!"& �!�=��� �������  ����� ξn " �"��#" #���%���!���=%

��� ���$����� ��" ξn �� ����>���!"� ηn−1* � P n 1 �� ��!��!����" ����!�� �<!��!
@��$� ���$�����

	� � � � � ! � �  �#���=�� ��=#" �������+ � ������=��+ ������"�!!�

��� B�#�= #��'�+��+ #���"���+ �������� θ !����"��#" �� #&���

ηn = c θ + vn, n = 1, 2, . . . ,

$�� {vn} 1 #���!������+ �����!�� ����+ ����+ <�� # Dv > 0� 
������=* '�� �#�! c �= 0*

�� ������ θ̂n ��������� θ* ����'����" # ����?=> �!�=��� ������� (#�� ��!��� ��4��3)*

#���%#�#��"���=��* �� �� M{(θ − θ̂n)2} → 0 ��! n→∞�

	 � � � � � ! � � �������=* '�� P̂n → 0 ��! n→∞ (#�� ��� ���!� (��4�43))�

��� B�#�= {ξn, ηn} 1 '�#�!'�� ����>�����" $��##� #��" ��#���� ����=��#�=* �������"
�����=> ����>���!" �������

ξn = a ξn−1 + b εn, ηn = Aξn +B vn,

$�� {εn, vn} 1 #���"���� #���������� $��##� #�!� ���� !#!��� ����� <���� B������=*

'�� �#�! b �= 0* A �= 0* B �= 0* �� P̂n → P̂ ��! n → ∞* ��!'�� ������=��" �!#���#!" P̂
�<!��! �!�=����!! " �"��#" ����:!���=��� ������ ��� ���!"

a2A2P̂ 2 + [b2A2 + (1− a2)B2]P̂ − b2B2 = 0.

��&� ���
��'��� � 	�����
��( ���(���(

 �"��� ����	��� �����������

>���� ��<�� ����� ����������$D ��� 	� �����	���	�� �����	����
{Ω,F ,P} ,���	 	��/
��<0�� 	���� σ�����
 {Fn}D n ≥ 0D �� �� �����2
���� σ2����/ �����D ��� F0 ⊆ F1 ⊆ . . . ⊆ F � :�����D ���� {ξn}D n ≥ 0 B
	�/� ������	
� ������	D ,���		
� 	� {Ω,F ,P}D � F ξ

n = σ{ξ0, . . . , ξn} B
σ2����/�D ���9��		�� ��	��	
� 	�/��� {ξk, k = 0, . . . , n}D �� F ξ

n−1 ⊆ F ξ
n

�� ������	�< �D ����������$	�D {F ξ
n}D n ≥ 0 B ����� σ2����/�


