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��� /���� �����$	��� �,���	�� ������	
� �
������� � �������<0�� �������
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������ ����������� ��������+� ��������

������	
� �
����� �������� �������������� �����$< ��� �����	�� ���2
���	
� ����	��D 
�,����<0���� �� �
���	�� -
� K��� �
������������D ���
������	�� �
������ � ����0�� ����	� �
���	� t ∈ R1 ���$ �����
	�� ���
�����
	�� ������	�� ������	� ξ(t, ω)� -
���
�	���� K����	��
	
� ��/
���
?�������@ Ω �
������������ �,��
��
�D �� �� 	� 	�� ��
�����	� σ2����/
� ���
����	�9���� F � �
��� ����D �
������������D ��� 	� �,��
���� �
���
�	2
���� {Ω,F} ,���	� ��
���	���	�� ��
� PD �� �� ��� �</��� �	�9����� A ∈ F
��
�����	� ��� ��
���	���$ P{A}� ����� �/
�,��D ,���	� ��
���	���	�� �
�2
��
�	���� {Ω,F ,P}D � ��	���� ������	��� �
������ ��
��������� �����<2
0�� �/
�,���

��
 � � � � � 	 � � ������ ��������� 	
��
�� ���� ��������� 	
�������
��
���� �
� ����
������� �
������� ��
���� {ξ(t, ω)� t ∈ T}� ����
�
���
��� �� {Ω,F ,P}� �
� ��������� ���������� T ⊆ R1�

#�� � � � 	 � � � �/
�	�D ����� K�� 	� �
������ � 	���	����D ,���������$
ξ(t, ω) �� ω 	� ���,
������ � ������	
� �
����� �/�,	������� �
���� ξ(t)�



���� ��������� �

����� � �� ��

���
����� ��
����
������ ��

��
 � � � � � 	 � � ������ ����� t0 ∈ T � ������������� ������� �
��
����� ��
����� ξt0(ω) = ξ(t0, ω) ��!������ �
�
��
� �
�������� ���"����
� ����� t0 ∈ T �

!
 ����� /���� 
������
����$ ��� ���� ������	
� �
��������

��
 � � � � � 	 � � ������ #�
� ��������� t ���$����� 
��������� ������
���� !�������� ��������� t ∈ Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .}� �� �
�������
���"��� ξ(t) ��!������ 	
��
���� � ����

���� �

�
�
� �
� ����
������ 	���
�����
��������� � ��
� t ∈ R1 �
� t ∈ [a, b]� �
� b ≤ ∞�
�� �
������� ���"��� ��!������ 	
��
���� � �
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�
�
�
�
� ��������� ������
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��
 � � � � � 	 � � ���� � ���"��� ��!������ �
������
����� �
� �
�
�
���
����� ��
� �
������� ��
����� ξ(t, ω)  �
 %�� 
��������
����
�� 

 
%$��� t ∈ T � � ���	�
������ ��
� �
������� ��
����� ξ(t, ω)
 �
 %�� ����
������� 

 
%$��� t ∈ T �

��
 � � � � � 	 � � ����"� ��� ������������� ω0 ∈ Ω ���
������ �����
"� ξω0

(t) = ξ(t, ω0)� t ∈ T ��!������ �
�
���
�
�� �����������%&��
'
����������� ����
� ω0 ∈ Ω� (��������� ��!���%�� ����� 

������
����� �
� ����
������ ��������� �
�������� ���"�����

#�� � � � 	 � � � ������	
� �
����� ��9	� �
�������$ ��� �������	���$
����	�� ?��� ��
�����	�� �����@ ��� ��� �������	���$ ?I�����J@ �
�����
��
?��� ��
�����	�� ����"@� 4 
�,���	
� ,������ �����$,�<��� �/� K�� �����	���

��
 � � � � � 	 � � ����)� �
������ ����"� ξ(t) ��!������ 

����
�
���� ��
� �� ���������� � ���
�� ����� t ∈ T ���������� ������ � ���%�
�������� ���
�
� �
����

6������
�� 	�����

� �
���

D ����	�<0�� �����		
� ��
�����	���

-
�� � 
 ������ -���$ ������	
� �
����� ξ(t) ��
�����	 �����<0�� �/2

�,��C

ξ(t) = tX, t ∈ [0, 1],

��� X ∼ R[0, 1] B ������	�� ������	�D 
��	���
	� 
���
�����		�� 	� ��
�,2
�� [0, 1]� ������$ �	�9����� ����	�� � �
�����
�� ������	��� �
������ ξ(t)�

6 �% � 	 � � � ������	
� �
����� ξ(t) �������� ������	�� +�	������ -
�
+����
���		�� t0 ∈ [0, 1] ����	�� ξt0(ω) = t0X(ω) �������� ������	�� ����2
��	��D ���<0�� 
��	���
	�� 
���
�����	�� 	� ��
�,�� [0, t0]�

�
�����
�� �
������ ξ(t)D �� �� 	�������	
� +�	���� ξω0
(t) = X(ω0) tD

����<��� �
��
�� ��	����D �
����0��� �, ����� (0, 0) �� ������	
� ��	2



�� ����� �� ���
���� �
����� ��

�� ��������� �

����
�

��	��� ���� 	����	�D 
��	
� X(ω0)� ������	�� +�	���� ξ(t) 
�����
	�D ���
��� ��� �� �
�����
�� 	��
�

�	
�

-
�� � 
 ������ -���$ t ∈ [0,∞)D � ������	�� +�	���� ξ(t) ,���	� ���2
��<0�� �/
�,��C

ξ(t) = Un �
� t ∈ [n, n+ 1), n = 0, 1, 2, . . . ,

��� {Un, n = 0, 1, 2, . . .} B ������������$	���$ ��	��	
� ������	
� ������	�
������$ �
�����
�� ������	��� �
������ ξ(t)� N������� �� K��� �
����� 
�2
����
	
�O

6 �%�	 � � � �
�����
�� �
������ ξ(t) B �����	�2������		
� +�	����D
���
�
��<0�� 
�,

�
 � ������ t = n = 0, 1, 2, . . .� -� ��
�����	�< K��
+�	���� 	��
�

�	
 ��
��� � ���<� �
����
 �����D 
��	
� lim

t↑n
ξω(t) =

= Un−1(ω) ��� ������� ω ∈ Ω� -�����$�� P{|Un−1| <∞} = 1 �� ������<D ��
K��� ������	
� �
����� �������� 
�����
	
��

���� � ,������&����� ������������� ��������+� ��������

��
 � � � � � 	 � � ������ ����� {ξ(t), t ∈ T} � 
��������
���� �
�����
��� ���"��� � !�
��� ��������� ����!��
���� ��������� �������� ����
���� {t1, . . . , tn} ⊂ T � �����������%&� ������������ �
������� ��
����
ξ(t1), . . . , ξ(tn) ����� n������% ����"�% ������
�
��� 

Fξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) = P{ξ(t1) ≤ x1, . . . , ξ(tn) ≤ xn} . ?�����@

������������ ����� ����"�� ������
�
��� 

 ��!
����� n = 1, 2, . . .

� ���� ��!������ �������� ������� ti ∈ T ��!������ �
�
������ ���
�
����

��� 
��	

�
�
��� ���������� 	
��
��� ξ�

��
 � � � � � 	 � � ����1� #�
� ����"� Fξ 
�������� ���
����
����

Fξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) =

x1∫
−∞

. . .

xn∫
−∞

pξ(u1, . . . , un; t1, . . . , tn) du1 . . . dun,

�
� pξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) � �������� �!������ �� )�$��� ������"��
��
��� ����"� ���� � ���

∞∫
−∞

. . .

∞∫
−∞

pξ(u1, . . . , un; t1, . . . , tn) du1 . . . dun = 1,



���� ��������� �

����� � �� ��

���
����� ��
����
������ �9

�� ����� �� ��� ����"� ������
�
��� ����� �
�������� *���"� 
pξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) ��!������ ���

��� 	��������� 
��	

�
�
�
��� 	
��
��� ξ�

�����<0�� �
���

 ����	��
�
�<� 	���9��	�� ��	��	���
	
� +�	�2
��� 
���
�����	���

-
�� � 
 ������ -���$ ������	
� �
����� ,���	 ����	�%�	���

ξ(t) = ϕ(t)U, t ∈ [0, 1],

��� U B 	�����
�� ������	�� ������	� � +�	����� 
���
�����	�� FU(x)D �
ϕ(t) > 0� :���� ��������� ��	��	���
	
� 
���
�����	�� �
������ ξ� ;����
�� n2��
	�� +�	���� 
���
�����	�� ����	���$O

6 �% � 	 � � � 4 ������������ � ��
�����	��� �����

Fξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) = P{ξ(t1) ≤ x1, . . . , ξ(tn) ≤ xn} =

= P{ϕ(t1)U ≤ x1, . . . , ϕ(tn)U ≤ xn} = P

{
U ≤ x1

ϕ(t1)
, . . . , U ≤ xn

ϕ(tn)

}
=

= P

{
U ≤ min

i=1,...,n
xi/ϕ(ti)

}
= F U

(
min

i=1,...,n
xi/ϕ(ti)

)
. ?�����@

M��� +�	���� 
���
�����	�� F U(x) ����� ����	���$ pU(x)D �� ��0�������
� ����	���$ ��	���
	��� 
���
�����	�� ������	��� �
������ ξ(t)D ������$��
��� n = 1 �, ?�����@

Fξ(x; t) = F U

(
x

ϕ(t)

)
=

x∫
−∞

1

ϕ(t)
pU

(
z

ϕ(t)

)
dz,

����������$	�D pξ(x; t) =
1

ϕ(t)
pU

(
x

ϕ(t)

)
�

��	���D �
� n ≥ 2 n2��
	�� +�	���� 
���
�����	�� 	� ����� ����	�����
*���������$	�D � ���� ��
�����	�� �
������ ξ(t) ��� �</
� t1, . . . , tn �����
����� ����	�%�	��

ξ(t1)/ϕ(t1) = . . . = ξ(tn)/ϕ(tn),

��K���� ��
� Ft1,...,tn(dx1, . . . , dxn) � �
���
�	���� R
nD �����������<0��

+�	���� 
���
�����	�� ?�����@D ���
�������	� 	� �
���� ��	��

S = {x ∈ R
n : x1/ϕ(t1) = . . . = xn/ϕ(tn)},



�C ����� �� ���
���� �
����� ��

�� ��������� �

����
�

���<0�� 	�����< ��/����� ��
�� ����������$	�D ��
� Ft1,...,tn(dx1, . . . , dxn)

��	����
	� �� ��	�%�	�< � ��
� .�/���D � ��K���� n2��
	�� ����	���$ 	�
��0�������D ���� n ≥ 2�

- 
 �� � 
 ���� � -���$ X � Y B 	�,������
� ������	
� ������	
 �
+�	������ 
���
�����	�� FX(x) � FY (y)� -���$ {ξ(t), t ≥ 0} B ������	
�
�
�����D ��
�����		
� ����	�%�	��� ξ(t) = Xt + Y � ������$ �
�����
��
��		��� �
������D 	���� ��������� ��	��	���
	
� +�	���� 
���
�����	���

6 �% � 	 � � � 4
/�
��	
� +�	���� K���� �
������ �
��������<� ��/��
�
��
� ��	�� �� ������	
� 	����	�� � ������	
� 	����$	
� ��������
�
� t = 0� ��	���
	�� +�	���� 
���
�����	�� �
������ ξ(t) �
� t > 0 ���2
�� ���

Fξ(x; t) = P{Xt+ Y ≤ x} =
∞∫

−∞
P{Xt+ Y ≤ x | Y = y} dFY (y) =

=

∞∫
−∞

P{Xt+ y ≤ x} dFY (y) =

∞∫
−∞

P

{
X ≤ x− y

t

}
dFY (y) =

=

∞∫
−∞

FX

(
x− y
t

)
dFY (y).

M��� 9� t = 0D �� Fξ(x; t) = FY (x)� *�� n2��
	�� +�	���� 
���
�����	��
�	������	� �
���
� ����� ��������

Fξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) =

∞∫
−∞

FX

(
min

(
x1 − y
t1

, . . . ,
xn − y
tn

))
dFY (y)

�
� t1 > 0, . . . , tn > 0�
- 
 �� � 
 ����"� -���$ XD Y B 	�,������
� ������	
� ������	
D ���2

<0�� ����������� 
���
�����	�� N (0; 1/2)� ������	
� �
����� ��
�����	
����	�%�	��� ξ(t) = (X + Y )/tD t > 0� 4
������$ P{|ξ(t)| ≤ 3/t} ��� �
�2
�,���$	��� t > 0�

6 �% � 	 � � � -� ��
�����	�< Fξ(x; t) ���$ +�	���� 
���
�����	�� ���2
���	�� ������	
 ξ(t)� 4 ���� ����D ��� XD Y B ����������� � 	�,������
�D
ξ(t) = (X + Y )/t ���9� ����� ����������� 
���
�����	��D �
����

M{ξ(t)} = 1

t
(M{X}+M{Y }) = 0, D{ξ(t)} = 1

t2
(D{X}+D{Y }) = 1

t2
.



���� ��������� �

����� � �� ��

���
����� ��
����
������ ��

��� ���
� ξ(t) ∼ N (0; 1/t2)D ��K���� Fξ(x; t) = Φ(xt)� #���$ � �����

Φ(z) =
1√
2π

z∫
−∞

exp

{
−u

2

2

}
du.

8�	���� Φ(z) 	�,
������ ���
�
���� �

�������
� ��� ������
�
 �	����� ;���D

P{|ξ(t)| ≤ 3/t} = Fξ(3/t; t)− Fξ(−3/t; t) = Φ(3)− Φ(−3) ≈ 0,997.

6������
�		
� �
���

 ��	������ � ������	
� +�	������ -
������
�
���

 	���9��	�� ,���	�� 
���
�����	�� ������	
� ������������$	�2
�����

-
�� � 
 ����)� -���$ ������	�� ������������$	���$ {ξ(n), n = 1, 2, . . .}
������D ��� �� ����	�� 	�,������
 � �������	���� � ���<� ���	�����< +�	�2
��< 
���
�����	�� F (x)� :���� ��������� ��	��	���
	
� 
���
�����	�� ��2
����������$	���� ξ�

6 �% � 	 � � � -� ��
�����	�< ����� � ������ 	�,���������� ������	
� ��2
����	 ξ(n) �����

Fξ(x1, . . . , xk; n1, . . . , nk) = P{ξ(n1) ≤ x1, . . . , ξ(nk) ≤ xk} =

=
k∏

i=1

P{ξ(ni) ≤ xi} =
k∏

i=1

F (xi).

#������D ��� ��� ��	��	���
	
� 
���
�����	�� � ��		�� ������ �

�9�<�2
�� ��
�, ��	���
	�� 
���
�����	�� F (x)�

- 
 �� � 
 ������ ������	�� ������������$	���$ {ξ(n)D n = 0, 1, 2, . . .}
��
�����	� 
���

�	�	
� ����	�%�	���

ξ(n) = α ξ(n− 1) + εn, n = 1, 2, . . . , ξ(0) = 0,

��� {εn} B ������������$	���$ 	�,������
� � �������	���� ����������� ���2
���	
� ������	 � ��
����
��� M{εn} = 0D D{εn} = σ2 > 0� :���� ��	�2
��
	�< +�	���< 
���
�����	�� ������	�� ������������$	���� ξ�

6 �% � 	 � � � ;, ��
�����	�� ������	�� ������	
 ξ(n) 	������

ξ(n) = ε1α
n−1 + . . .+ εn−1α+ εn =

n∑
k=1

εkα
n−k.



�� ����� �� ���
���� �
����� ��

�� ��������� �

����
�

4 ���� ����������� � 	�,���������� ������	
� ������	 {εk} ������	�� ��2
����	� ξ(n) B ����������� � ��
����
��� mξ(n) = 0 � Dξ(n)D ���

Dξ(n) = D{ξ(n)} =
n∑

k=1

D{εk}α2(n−k) =

⎧⎨⎩ σ2α
2n − 1

α2 − 1
, ���� α2 �= 1,

σ2n, ���� α2 = 1.

-�K���� ��	���
	�� +�	���� 
���
�����	�� ����� ���

Fξ(x; n) = P{ξ(n) ≤ x} = 1√
2πDξ(n)

x∫
−∞

e−u
2/2Dξ(n)du = Φ

(
x/
√
Dξ(n)

)
.

#�� � � � 	 � � � ������	�� ������������$	���$D �����		�� � �
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Δ1 . . .ΔnFξ(x1, . . . , xn; t1, . . . , tn) ≥ 0,


